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Abstract 

Let k be a field, C — > Specfc be a stable curve and let G be a finite group 
acting faithfully on the curve C — > Specfc. In this article, we compute the vector 
space Ext G (f2c/fe, Oc), the sheaf Qc/k being the sheaf of relative differentials. 
This vector space is naturally isomorphic to the set of first order G-equivariant 
déformations of C. The computation we do here will be used in a future article. 



1 Introduction 

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, G — > Specfc une 
courbe stable et G un groupe fini agissant fidèlement sur G. Le but de cet article est de 
décrire l'ensemble des déformations équivariantes du couple (C, G). Il est bien connu 
que cet ensemble est naturellement isomorphe à Ext G (fic/*i Ce) où fie/* désigne le 
faisceau des différentielles relatives. 

Lorsque p ne divise pas l'ordre de G, il est assez facile de décrire l'espace vectoriel 
Ext (fie/*, Oc) (cf. par exemple [Tuf93]). Les vrais problèmes apparaissent lorsque 
p divise l'ordre de G. Sous des hypothèses supplémentaires, ce problème a déjà été 
étudié par plusieurs auteurs. Parmi ceux-ci, citons Laudal et L0nsted dans [LL78] 
qui ont ainsi prouvé la lissité de l'espace des modules des courbes hyperelliptiques en 
caractéristiques 2 ; Bertin et Mézard dans [BM00] qui ont étudié le cas général des 
courbes lisses munies d'une action d'un p-groupe cyclique ; Cornelissen et Kato dans 
[CK] qui travaillent avec des groupes généraux et supposent que les courbes sont lisses 
et ordinaires. 

Lorsque G — > SpccA: est une courbe stable, l'étude se complique pour plusieurs 
raisons. La première est, bien sûr, l'existence de singularité et peut être traitée de 
manière purement locale. La deuxième vient du fait que G peut opérer trivialement 
sur certaines composantes irréductibles. Ce dernier problème est donc plus subtil car 
il est de nature globale. 

Décrivons maintenant le plan de cet article. La deuxième section fixe le cadre de 
l'étude et énonce des résultats classiques concernant les déformations équivariantes. 
Dans la troisième section, nous nous concentrons sur le cas local. Tout d'abord nous 
précisons certains résultats obtenus par Bertin et Mézard dans le cas lisse. Plus pré- 
cisément, dans le cas où G est un groupe cyclique, nous décrivons l'existence d'une 
base de l'espace des champs de vecteurs ayant une trace nulle sous l'action de G (cf. 
Théorème 3.1.5). Ce résultat est fondamental pour la suite et il apparaîtra à plusieurs 



endroits. Nous passons ensuite au cas singulier. L'idée est de relier certaines déforma- 
tions équivariantes à l'épaississement de la singularité et les autres aux déformations 
équivariantes de la normalisée de G (cf. suite exacte (3.2.1)). 

Dans la deuxième partie, nous étudions le cas global. Notons n : C — > G/G le 
morphisme quotient. Nous étudions chaque terme du diagramme suivant (dont les 
lignes et les colonnes sont exactes) : 

o 



H^G/G, ■EKt G (n o/k> Oc)) ■*■ Ext^(n c/& ,O c ) H (G/G, £^(Q 0/fe , Ce)) 




L'étude du terme de gauche et du terme du haut (cf. Théorème 4.2.4) est faite en se 
ramenant aux déformations équivariantes de la normalisée et en utilisant les résultats 
locaux obtenus dans la troisième section. L'image de ép est le terme le plus compliqué, 
son étude nécessite des méthodes de recollement formel (contrairement à l'étude des 
autres termes qui repose seulement sur la cohomologie équivariante) et fait l'objet du 
théorème 4.2.9. 

Cet article sera suivi d'une étude de l'espace des modules des courbes stables munies 
d'une action d'un groupe. Cette étude utilisera les résultats démontrés dans le présent 
article et les illustrera. 

Notations : Soient X un schéma, G un groupe agissant sur X et p un point de X 
(non nécessairement fermé). On notera -Dp Ç G le stabilisateur de p, T p le noyau de 
l'homomorphisme D p — > Aut(SpecC>x,p) et G p := D p /T p . 

Les formes différentielles de k[[x]] seront notées f(x)dx, les champs de vecteurs 
f( x )~§x e ^ 1 & dérivation par rapport à la variable x sera notée d x . 

La cohomologie équivariante est le principal outil utilisé dans cet article, les résultats 
utilisés pourront être trouvés dans [Gro57]. 



2 Rappels sur les déformations équivariantes 

Définition 2.0.1 Soient G un groupe fini et Y un schéma. Un Y[G\- schéma (ou 
A[G]-schéma si Y = Spcc^4) est un couple (X — » Y,i) où X est un F-schéma et 
i : G — > Auty(X) est un homomorphisme de groupes. S'il n'y a pas de confusion 
possible, on notera aussi (X — > Y, G), voire (X, G), le couple (X Y,i). Les Y[G}- 
schémas forment une catégorie (les morphismes de Y [G]-schémas étant les morphismes 
de y-schémas commutant à l'action de G). 

Soient k un corps, G un groupe fini et (X, G) un A; [G] -schéma. Notons 21 la catégorie 
des anneaux locaux artiniens de corps résiduel k. Une déformation G -équivariante de 
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(X, G) est un diagramme cartésien (dans la catégorie des Z [G] -schémas) 

(X,G) *(*,G) 



Spec fc >■ Spec A 

où A est un objet de 21 et <Y — > SpecA est un morphisme plat. Deux déformations 
équivariantes (X, G) et (X' , G) au-dessus de A sont dites isomorphes s'il existe un 
A-morphisme équivariant / : (X,G) — > (A", G) qui induit l'identité sur (X, G) (re- 
marquons qu'alors / induit un isomorphisme X —y X' d'après [Sch68], Lemma 3.3). 

Définition 2.0.2 Soient A' un objet de 21 d'idéal maximal m^' et a C A' un idéal 
tel que m^a = ; notons A := A' /a. Soit (<Y, G) une déformation G-équivariante de 
(X, G) au-dessus de Spec A. Un relèvement équivariant de (X, G) à A' est une défor- 
mation équivariante (X', G) de (X, G) au-dessus de SpecA' telle que (X' , G) xs P ocA' 
SpecA (Af,G). 

On a alors un résultat de classification des relèvements équivariants en terme de 
groupes de cohomologie. 

Théorème 2.0.3 (Illusie) Soient k un corps, G un groupe fini, X un k-schéma noe- 
thérien réduit et localement d'intersection complète muni d'une action de G. Notons 
^x/k le faisceau des différentielles relatives. Reprenons les notations de la définition 
2.0.2 et supposons qu'il existe une déformation G-équivariante (X,G) de (X,G) au- 
dessus de Spec A. 

1. Si (X',G) est un relèvement équivariant de {X,G) à Spec A' alors le groupe 
des automorphismes (de relèvement équivariant) de (X',G) est canoniquement 
isomorphe à 

a® k mvcY 0x {Çt x/k ,O x ) G ■ 

2. S'il existe un relèvement de (X, G) à SpecA' alors il y a une action canonique 
de a^fcExt^rîx/fci Ox) sur l'ensemble des classes d'équivalence de relèvements 
(modulo isomorphisme) de {X,G) à SpecA', faisant de ce dernier un espace 
principal homogène. 

De plus, si X est le spectre d'un anneau local complet alors flx/k peut être remplacé 
par le module des différentielles complété. 

Ce résultat est bien connu, on peut en trouver une preuve dans [11171, 11172] où dans 
[Wew]. 

L'ensemble des classes d'isomorphies de relèvements de (X,G) à k[e]/(e 2 ) (que 
nous appellerons déformations du premier ordre) s'identifie donc naturellement à 
Ext G (Qx/ki Ox ) car il existe une déformation équivariante au-dessus de Spec k [e]/ (e 2 ) 
(à savoir la déformation triviale (X, G) Xs pec fc Specfc[e]/(e 2 )). 

Nous nous limiterons à l'étude de l'action des p-groupes en caractéristique p > 0, 
cela étant en partie justifié par le lemme suivant. 

Lemme 2.0.4 Soient k un corps de caractéristique p > 0, X — > Spec/c un morphisme 
de type fini et G un groupe fini agissant sur X — > Spec A:. Supposons que G possède 
un unique sous-groupe de p-Sylow H (en particulier, H est distingué dans G) alors 
on a un isomorphisme canonique pour tout i > 

Ext î G (fi x/fc ,O x ) -> ^ H {n X /k,o x ) G/H . 
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Preuve : On a une suite exacte 



Illf = W(G/H,E x ti(ïl x/k , O x )) 

qui converge vers Ext^" (U x /k,Ox). Or le cardinal de G/H est inversible dans k donc 
III if = pour tout j > 1. Le résultat est donc immédiat. □ 

Soit C — ► SpccA: une courbe semi-stable sur un corps algébriquement clos et mu- 
nie de l'action d'un groupe fini G. Alors on a, comme dans [BMOO], un morphisme 
local-global reliant les déformations équivariantes globales du premier ordre aux défor- 
mations équivariantes «locales» du premier ordre et s'insérant dans une suite exacte 

-> R\C/G, zv° G (n c/k ,O c )) - Ext^(ft c/fe , Oc) - 

-» H°(G/G, E^^îîc/fc, Oc)) - H 2 (G/G, (n c/fc , O c )). 

D'autre part, comme C est une courbe, on a H 2 (G/G, •Ext G (flc/k) Oc)) = 0, ce qui 
donne une première filtration de F,xt G (Qc/k, Oc). Une filtration de ce type a déjà été 
utilisée dans [BMOO] afin d'obtenir la surjectivité du morphisme local-global. Toute- 
fois, dans le cas des courbes non irréductibles, le faisceau ■Eict G (Clc/kj Oc) n'est pas, 
en général, à support dans un sous-schéma de dimension zéro (ce sera le cas si l'action 
est libre sur un ouvert dense) et ne fournit donc pas de morphisme local-global. 

3 Étude des déformations locales 

Nous nous intéressons dans cette section aux déformations locales des courbes semi- 
stables. 

3.1 Déformation des points lisses 

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Notons R = k[[x]], 
X = Speciî, fi = k[[x}]dx le module des différentielles complété et v x la valuation 
normalisée de R. 

L'une des notions fondamentales dans l'étude des déformations équivariantes est 
celle de conducteur, et plus généralement celle de suite de sauts de ramification. 

Définition 3.1.1 Soit G un p-groupe fini agissant sur X = Speciî. Notons Go l'image 
de G dans AutX et 

Gi := {a e G \v x (a(x) - x) > i + 1} 

les groupes de ramification supérieurs. La suite croissante mo, ■ • ■ ,m n -i des entiers 
j G N tels que Gj ^ Gj+\ sera appelée la suite des sauts de ramification. Si Go ^= {Id}, 
l'entier mo sera appelé le conducteur de G (pour son action sur R). Dans le cas 
contraire, le conducteur de G sera par convention oo. 

On remarquera que, dans la définition précédente, on ne suppose pas que le groupe 
G agit librement sur le corps des fractions. Les groupes de ramification considérés 
sont donc ceux de l'image de G dans AutX. 

Proposition 3.1.2 Soit G un p-groupe fini agissant sur X = Speciî. Notons Go 
l'image de G dans AutX et supposons le non trivial. Alors la suite mo, . . . , m n _i des 
sauts de ramification vérifie les propriétés suivantes : 
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(i) Pour tout j S {1, . . . , n — 1} on a rrij — m mod p. 

(ii) On a p \ uiq. 

(iii) Si G est cyclique alors \Gq\ =p n . 

Preuve : (i) cf. [Ser62] Proposition IV. 2. 11. (ii) Soit a £ G d'ordre p. La théorie 
d'Artin-Schreier permet de voir que m :— v x {a(x) — x) — 1 est premier à p. Le résultat 
découle alors du point (i) car m est un saut de la filtration de ramification de G. 
(iii) Les groupes G; sont cycliques car G est cyclique et comme Gi/G i+ i est un 
produit direct de groupes cycliques d'ordre p d'après [Ser62] Corollaire IV. 2. 3, on a 
Gi/G i+1 = ou Gi/G i+ i = Z/pZ. Le résultat est donc immédiat. □ 



Exemple 3.1.3 Soient k un corps de caractéristique p et m un entier premier à p. 
Soit c un générateur de Z/pZ. Définissons une action à gauche de Z/pZ sur k[[x}] par 



(1 + ix m ) 1 / m ' 

On montre aisément que ceci définit une action de Z/pZ sur k[[x}] de conducteur m. 
Notons la base de HoniR(f2, iî) telle que -§^{dx) = 1. On a alors 



2î> 













^(dx) = - — . V.,.. de, ^ (A ] = (i + tx m ) 1+1 / m ^- 

(car (cr* (gj)) (dx) = cr l (~§ x ~(' J ~ z (dx))))- D'autre part on peut montrer que, quitte à 
changer d'uniformisante x, toute action fidèle de Z/pZ sur k[[x]) ayant un conducteur 
m est de cette forme (cf. [BMOO], Lemme 4.2.1). 

Pour tout nombre réel a, notons [a\ la partie entière inférieure de a et \a] la partie 
entière supérieure. On peut alors calculer la dimension de l'espace tangent au foncteur 
des déformations équivariantes dans le cas cyclique. 

Théorème 3.1.4 ([BMOO], Théorème 4.1.1) Soient G un groupe cyclique d'ordre 
p n agissant fidèlement sur Speci? et la valuation de la différente de l'extension 
R/R G . On a 

dinife Extc(fi,iï) = 

Nous aurons besoin par la suite de savoir s'il existe des éléments de Extg(f2, R) pos- 
sédant certaines propriétés. Plus précisément, nous aurons besoin du résultat suivant. 

Théorème 3.1.5 Soient G unp-groupe cyclique agissant sur X = SpecR, Go l'image 
de G dans AutX etd la valuation de la différente de l'extension R/R . Alors il existe 
une base 4> du R-module Hom(f2, R) telle que Trc4> = si et seulement si 20 + 1 ^ 
mod | Go | ou si G Gq. 

Avant de passer à la démonstration du théorème, nous avons besoin de quelques 
résultats préliminaires. 

Lemme 3.1.6 Soient G C Autfc(iï) un groupe fini et H C G un sous-groupe distin- 
gué. Notons y := Ilcreif cr(x). Pour tout 4> G Horn^fî, R) on a 

Tr G <t> := Y. a -<t> = Tr G/H ({Tr H <f>) {dy) — 
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Preuve : C'est un corollaire immédiat de la multiplicativité de la différente (qui permet 
de voir que = -§^{dy)-§^) et du fait que Tr G = Tr G/ff o Tr ff . □ 



Lemme 3.1.7 Soient G un groupe cyclique d'ordre p n agissant fidèlement sur R 
et m , . . . ,m n _i la suite des sauts de ramification. Soient f € R, l := v x {f) et 
z := Y\ t( zg t { x ) ■ Supposons que 2m + 1 = mod p et que 



n-2 



l + (2m„_ 4 _! + 1) = mod p n 

i=0 

alors 

V* ((n-af-f) (dz)) = i U + (p- i) (£(2m n _ 1 _ i + iy 



dx J ) p' 

Preuve : On voit que cette propriété ne dépend pas de l'uniformisante x, on pourra 
donc s'autoriser à en changer. 

Nous allons montrer ce lemme par récurrence sur n. Supposons n = 1, notons a un 
générateur de G et écrivons / = YHÎLt a>iX % . Les hypothèses du lemme impliquent que 

p\£. 

Quitte à changer d'uniformisante, on peut supposer (cf. l'exemple 3.1.3) que l'action 
de G est donnée par 

(7 ( x ) = t. m — ■ 

(1 + a;™ ) 1 / 1 ™ 

On a donc 

dx 



TfG f"E~ ) ( dx ) = + qx mo ) l+l ' m °- i l mo . 



q=0 i=i 

Notons (") les coefficients binômiaux. On a 

3—1 oo / \ p— 1 



P / ; ; \ P 

^(1 + ^-0)1+1/^0-^0 = Wl+l/mo-V™ \ moj £y 

_f ai p - 1 1 j 



E 

i'=i 



l+l/mo-i/roo ^ x m (p-l)j' 
(P-I)j' 



Le terme de degré mo(p — 1) + £ de (Ttg/^t) (dx) est donc 



l+l/mo-l/mo 

Ce terme est non nul car ai ^ et le terme binômial est non nul car £ = 2niQ + 1 = 
mod p. 

En écrivant dz = -j^(dz)dx et en utilisant la fc[[cc]]-linéarité de Trc(/^) on déduit 

w£)<*>) - * (!<*>) 

= (m + l)(p-l) + ^ + m (p-l). 



G 



On a donc v z ((Tr G /^) (dz)) = |(i+(2m +l)(p-l)) car fc[[x]]//c[[z]] est totalement 
ramifiée de degré p. 

Supposons le résultat démontré au rang n et montrons- le au rang n+1. On a alors 

n-i 

£ + (p- l)^p î (2m„_ î + 1) = modp n+1 

i=0 

et 2m n + 1 = mod p car m n = mo mod p (cf. proposition 3.1.2). Notons H un 
sous-groupe de G d'ordre p et y := YlaeH a ( x )- D'après le calcul effectué pour n = 1 
on trouve 

Vy (( Tr ^/^) W!) = \V + ( 2m n + l)(p - 1)) 

(c'est bien un entier car l + (p — l)(2m n + 1) = mod p). 
Notons Q := (Tr H f£) (dy) et £' := i/„(Q), on a 

n-2 

£' + (p - 1) ^p i (2m„_i_ î + 1) = mod p". 

i=0 

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à Q-^ et on trouve 
d 



y, ( ( Ttg/hQ— ) ( dz 



î / B-1 

- v y (Q) + (p - 1) ^p i (2m ïl _. 1 _ 1 + 1) 

p \ i=0 



5j/y / p 

car les sauts de ramification pour l'action de G/H sur fc[[y]] sont donnés par la suite 
{m , . . . , m„_i} d'après [Ser62] Corollaire IV. 1. Le lemme 3.1.6 permet d'écrire 

^(( TrG 4) (^))=^((Tr G /HQ^) («fa) 

= \[\t+(p- l)(2m„ + 1)) + (p - 1) Vp î (2m„_ î _ 1 + 1) ) 
ce qui démontre le résultat. □ 

Lemme 3.1.8 Soit a un automorphisme d'ordre p de k[[x]] de conducteur m < oo. 
Supposons que 2m + 1 = mod p et donnons-nous q G N premier à p. Alors il existe 
f G k[[x\] tel que v x (J) = q et Tr {r7) f£ = 0. 

Preuve : Notons z := nf=o al ( x ) e ^ 

6 : Rom k[lx]] (k[[x]}dx,k[[x}}) -> fc[[z]] = fc[[x]]^ 

l'application définie par 6(4>) := (/Tii^ç) (dz) (elle est bien à valeurs dans k[[z]] car 
6(4>) est fixe sous cr). L'application 9 est un morphisme de k[[z\] -modules et son image 
est un sous-/c[[z]]-module de k[[z]\, donc Im 9 est de la forme z r fc[[z]]. Montrons, par 
l'absurde, que r = ^(2m + l)(p — 1). 

D'après le lemme 3.1.7 (cas n = 1) on a i(2m + l)(p — 1) = v z (9(-§£)) et donc 
r < ^(2m + l)(p — 1). Soit h £ k[[x]] telle que v z (9(h-J^)) — r. On a nécessairement 
v x (h) > car sinon le lemme 3.1.7 imposerait r = v z (9(h-g^)) = ^(2m + l)(p — 1) 
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ce qui est absurde. Or h + 1 est non nulle en zéro donc on a v z (9((h + 
-(2m + l)(p — 1) d'après le lemme 3.1.7. Mais on a 

(» + vl))=».(e(>>l) + <i(l))=».(<>(hi 



dx J J \ \ dx ) \dx ) ) \ \ dx 

car v z (6{h-§£)) = r < ±(2m + l)(p - 1) = v z {6{^)). On a donc bien r = i(2m + 
1)(P-1)- 

Par suite, notons g = q' + £p avec 1 < g' < p— 1. Posons /i := 9(x q ^) S fe[[.z]]. Alors 
g := h/9{-^) £ k[[z]] car Q (-§^) engendre l'image de 8 (en tant que fc[[z]]-module). 
Notons / := z l (x q — g) E k[[x]]. On a alors 

f4-)=°(A*«'- 9 )l)=z e (h- g e(4-))=o, 



dx J \ dx J \ \dX; 

c'est-à-dire Tr^/^ = (car l'évaluation en dz est injective). De plus, cela prouve 
que v z {g) > car dans le cas contraire on aurait v x (x q — g) = ce qui impose, par 
le lemme 3.1.7, que 

Vz U (V - 9)^j) = ^(P - l)(2m + 1) < oo 

ce qui est absurde. On a donc v x {g) > p et 

Mf)=M*\x q ' -9)) = Mz t ) + v x {x q ' -g)=p£ + iy x (x q ')=q 
car q' < p < v x {g). □ 

Preuve du théorème 3.1.5 : Si Go ^ G alors le résultat est trivial car Trc = 0. On 
peut donc supposer que G = Gq (c'est-à-dire que l'action est fidèle). 
Notons mo, . . . , m n —\ la suite des sauts de ramification. On a alors 

n-l 

9 = (p-l)^^(m„_i_i + l) 

i=0 

(car 5 = ^ i card(Gi) — 1, cf. par exemple [Ser62] Chap IV, §2, Proposition 4) et 

n-l 

20 + 1 = p n + (p- 1) ^p î (2m„_ î _ 1 + 1). 

i=0 

C'est sous cette forme que nous allons utiliser la différente. 

Si 25 + 1 = mod p n , donc ^"^g 1 p l (2m„_i_i + 1) = mod p n (en particulier on 
a 2mo + 1 = mod p), alors d'après le lemme 3.1.7, pour tout / S k[[x}] inversible 



îy < oo, 



et donc Tr G (f£) ± 0. 



Supposons maintenant que J2i=o P l (^ m n-i-i + 1)^0 mod p n . Nous allons exhiber 
6 comme dans l'énoncé du théorème. Dans un premier temps, nous allons supposer 



S 



de plus que 2m + 1^0 mod p. Soit a £ G un élément d'ordre p. Si m n -i = — 1 
mod p alors on pose b := — 1 et a := (1 + m„_x)/p G N de sorte que ap + 6m„_i = 1. 
Si m„_i + 1 — 1 mod p alors il existe a, b G Z tel que ap + 6to„_i = letl<6<p — 2 
(car 2to„_i + 1^0 modp). Quitte à changer d'uniformisante x, on peut supposer 
que l'action de a est donnée par 



a(x) 



(1 + a;m„_i)l/m„_i 



Posons 



On a 



/ ^ ,\a/m„_i Q 

_ 1+a ^l>) _ 



Tr 



»_iCp-l) \ Q /' n " 



(dx) = y ( -1+ - - — ) (l + gx m »- 1 ) 1 / m - 1 + 1 



= (-1 + x ™,- 1 (p^D) a/m "- 1 ^(i + qx m n - 1){b +l) 

= (-i+x--^- i )) o/m - i x:( 6 ;> iro "- 1 e«* 



=0 car K6+l<p-l 



Or 



Tr G( /» = Tr G/(CT) (Tr ((T> 0) = 



et comme <j> est une base de Hom(f2, R), on a prouvé le lemme dans le cas 2mo + 1 = 
mod p. 

Supposons finalement que Y^i=o {^ m n-i-i + 1) + 1 mod p" et que 2mo + 1 = 
mod p. En particulier on a p™ _1 (2mo + 1) = mod p n . Notons 

n a := min jl <j<n - 1| ^p î (2?7i„_ î _i + 1) 7^ mod , 

l'ensemble de droite est non vide car il contient n — 1. On a no > 1 car 2m„-i + 1 = 
2mo + 1 = mod p. Par minimalité de no (et comme no > 1) on a 

no - 2 

Ê p î (2m„_ î _ 1 + 1) = mod 
Notons y := IlereGn (7 ( a; )- Le lemme 3.1.7 nous donne 

1 ■= "y ((^o^) (^)) = ^ ((P' 1) E ^( 2m «o-i-« + 1)) 

et donc g 7^ mod p par définition de ra . Soit er un automorphisme d'ordre p de 
G/G no (il en existe car rio > 1). Notons h := (Trc no (dy) et / G fc[[y]] tel que 

u y{f) — 1 et r £ T {<r)f~§ y ~ — (il en existe d'après le lemme 3.1.8). Comme h et f ont 
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même valuation, f/h est un inversible de k[[y]) donc, en appliquant le lemme 3.1.6, 



on a 



= Tr^o-} I /g- ) par définition de h 
= par définition de /. 

Par suite, on trouve que Ttq (/ ' = 0. □ 

Si on suppose G cyclique, les éléments 4> E Hom^O, R) tels que Trc0 = possèdent 
une interprétation simple. En effet, si G est engendré par a alors on a l'égalité 

H 1 (G,Hom JÎ (fi,.R)) = {4> e Hom R (Q, iî)|Tr G = O}/{0- <70} . 

Notons A" = Spcc/c[e]/(£ 2 )[[a;]] et choisissons (j) G Hom(Q, R) tel que Trc0 = 0. La 
déformation équivariante définie par 4> est donnée par 

i 

4(x) := o\x) + i4>) {dx). 

i=i 

Par suite, si 4>(dx) ^ xk[[x\] alors a c / ) (x) g" xk[£]/(e 2 )[[x]]. D'autre part, si on a 
une déformation équivariante définie par € H 1 (G, Homi?,(0, i?)) telle que cr^ai) ^ 
xfc[e]/(e 2 )[[a;]] alors 4>{dx) g xk[[x]). 

L'existence d'une base (j) G Hom(fi, R) telle que Trc0 = sera particulièrement 
importante quand il s'agira d'étudier les déformations équivariantes du point double. 



3.2 Déformation des points doubles 

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p. Considérons l'anneau R = 
k[[x, y]]/{xy) et notons R' = k[[x]] x k[[y]] sa normalisée, X = Speciî, X' = SpecR', 
Cl le complété de £lx/k et îî' le complété de n X '/k- 

Définition 3.2.1 Reprenons les notations ci-dessus. Les composantes connexes de 
X' seront appelées branches de X. 

Définition 3.2.2 Soit G un p-groupe agissant sur X. Notons H le sous-groupe de G 
formé des éléments ne permutant pas les branches. Notons m et m' les conducteurs 
de H sur chaque branche de X (voir la définition 3.1.1), 3 et d' les différentes. Le 
couple (m, m') sera appelé conducteur de G sur X et le couple (3,3') la différente de 
G sur X. 

On peut remarquer que la notation précédente fait référence à un ordre sur les 
branches. Dans les faits, la première coordonnée de chaque couple sera toujours rela- 
tive à l'action sur x et la deuxième à l'action sur y. 

Exemple 3.2.3 Soient m, m' G N deux entiers premiers à p et a un générateur de 
Z/pZ. Définissons une action de Z/pZ sur k[[x, y]]/(xy) par a l {x) = ( 1+i JLy/ m et 
<J l {y) = ,H> , 1/m / . On montre aisément que ceci définit une action de Z/pZ sur 
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X de conducteur (m, m'). De la même manière que dans l'exemple 3.1.3, on peut 
montrer que, quitte à changer d'uniformisante, toutes les actions de Z/pZ sur X qui 
sont fidèles sur chacune des branches de X sont de cette forme. 

Nous aurons besoin dans la suite des expressions des automorphismes en fonction des 
paramètres uniformisants, ceci est donné par le lemme suivant qui fixera également 
les notations. On prendra garde au fait que l'action à gauche sur le schéma donne 
une action à droite sur l'anneau de fonctions. Toutefois l'automorphisme a du schéma 
sera encore noté a lorsqu'il agira sur l'anneau de fonctions (pour ne pas alourdir les 
notations). 

Lemme 3.2.4 Soit a un k-automorphisme de R qui fixe les branches. Alors il existe 
des séries formelles uniques Pq 6 xfc[[x]] et P\ G telles que a soit défini par 



Preuve : Comme a n'échange pas les branches, l'image de x est dans l'idéal premier 
engendré par x et comme xy = 0, on obtient le résultat. L'unicité est immédiate. □ 

Pour un automorphisme a de X ne permutant pas les branches, le lemme précédent 
permet de considérer a(x) (resp. u(y)) comme une série formelle en x (resp. en y). Si 
a est d'ordre n on voit que le terme de degré 1 de la série formelle a(x) est une racine 
n-ième de l'unité. 

Nous allons répartir les déformations équivariantes en deux classes de nature dif- 
férente. Pour cela, souvenons-nous que toute déformation (non équivariante) de X au- 
dessus d'un anneau artinien A dont le corps résiduel est k est de la forme Spec A[[x, y]]/ (xy— 
a) avec a & A (cf. [DM69]). Il est donc naturel de poser la définition suivante. 

Définition 3.2.5 Soient A un objet de 21 et (X — > SpecA, G) une déformation équiv- 
ariante de (X, G). On dira que (X, G) est une déformation topologiquement triviale si 
X = SpecA[[x,y]]/(xy) en tant que schéma. 

La suite spectrale Ilj := H J (G, Exfr^fi, i?)) fournit une suite exacte 



Les déformations équivariantes du premier ordre dont l'image dans Ext 1 (fi,iî) est 
nulle sont les déformations topologiquement triviales, celles-ci s'identifient donc avec 
le groupe H 1 (G, Ext (fi, R)). 

Nous allons maintenant décrire l'espace H 1 (C?, Ext°(f2, R)) en terme des déforma- 
tions de la normalisée. Ensuite, nous calculerons la dimension de Im ép. 

3.2.1 Lien avec la normalisée 

Soient X = Specfc[[x, y]]/ (xy) et G un p-groupe agissant sur X. Nous allons décom- 
poser l'espace H 1 (G, Ext (fi, R)) grâce à la suite exacte (3.2.4) et aux propositions 
3.2.8 et 3.2.10. 

Lemme 3.2.6 On a une suite exacte canonique 



a(x) = P (x) 



<y(y) = Pi(y). 



-> H 1 (G, Ext (fi, iî)) -> Ext^(îî,iî) ^ H^Ext^iî)). 



(3.2.1) 



-> Rom R (Q, R) -»• Rom R ,(n', R') -> Hom^ft, R'/R) -> 0. 



(3.2.2) 
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Notons J| (resp. J^j) l'élément de HonaR/(f2', R') tel que -§^{dx) = 1 et -§^{dy) = 
(resp. J^(dy) = 1 et -§^{dx) = 0). Alors on a une identification naturelle 

d d 

Hom fl (0, R) Si xk[[x}\— © vkMgjj- ( 3 - 2 - 3 ) 

Preuve : On montre aisément qu'on a un isomorphisme canonique 

Hom^fi', R') -> Hom fl (ft, R'). 

D'autre part, on a une suite exacte de iï[G]-modules 

-> R -> -> R'/iî -► 0. 

En appliquant le foncteur HoniR,(f2, •) à cette suite exacte, on obtient une suite exacte 
longue 

-> Hom fl (0, iî) -> Hom ff (fi', E') -> Hom H (fi, #'/#) -> . . . 

Il suffit donc de montrer que la dernière flèche est surjective. Or on voit que l'espace 
vectoriel Hom/j(fi, R'/R) est engendré par les images de et -§^. □ 

La description précédente permet, dans une large mesure, de se ramener au cas où 
G agit sur X sans permuter les branches. En effet, on a le corollaire suivant. 



Corollaire 3.2.7 Soient G un groupe fini agissant sur X et H le sous-groupe de G 
constitué des éléments ne permutant pas les branches de X. Alors H est distingué 
dans G et le morphisme canonique 

Ext^fi, R) -> Ext]j(fi, R) G,H 

est un isomorphisme. 

Preuve : Le fait que H est un sous- groupe distingué est évident. La suite spectrale 
Iïïj* := W(G/H,Ext e (n,R)) fournit une suite exacte 

-► H 1 (G/i7,Ext^(fi, J R)) -► Ext^(îî,iî) -> H°(G/iî,Ext^(n,iî)) -> 

H 2 (G/F, Ex4(0,i?)). 

Il est alors aisé de voir, grâce à l'isomorphisme (3.2.3), que Ext#(fi, R) est un k[G/H]- 
module libre car G/H échange les branches analytiques de X/H (et ne fait que ça) 
donc pour j > 1 on a 

W(G/H, Ext Q H {Q, R)) =0. 

□ 

Nous nous limiterons donc désormais au cas où les groupes agissent sans permuter 
les branches (ce qui est le cas général quand on se restreint aux actions des p-groupes) . 

En considérant les éléments fixes sous l'action de G dans la suite exacte (3.2.2), on 
obtient une suite exacte 

-> Rom R (Q, R) G -> Hom ff (fi' , R') G -> Rom R (Q, R' / R) G -> 

-> H x (G,Homiî(n,iî)) -> H 1 (G,Hom R /(0',Jî')) -> H 1 (G, Hom fl (îî, R'/R)). 
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Notons <j) x et (j) y les 1-cocycles G — > HoiriR(fï, iî) définis par <j) x (a) = ^ — aJ^ 
et = — ct^ (dont on montre qu'ils sont effectivement à valeurs dans 

Honifl(fJ, R)). On voit alors que le morphisme 

Hom jR (0, R'/R) G -» H 1 (G, Hom^O, E)) 

se factorise par 

(fc<k © fc0 y ) G -► H 1 (G, Hom fi (f2, #)). 
Finalement, on a une suite exacte 

{kcj) x ® k<j) y ) G -> H 1 (G,Hom JÎ (fi, J R)) -> H 1 (G, Houir' (fi', -R')) -> 

H 1 (G,Hom fl (f2,i?7.R)). (3.2.4) 

Nous allons maintenant préciser le noyau du morphisme 

H 1 (G,Hom R (f2,iî)) -> H 1 (G, Hom ff (fi', R')). 

Proposition 3.2.8 Soit G un p-groupe agissant sur X avec conducteur (m, m') et 
sans permuter les branches. 

(i) Si m < oo et m + 1 ^ mod p (resp. m' < oo et m' + 1 ^ mod pj, alors 4> x 
(resp. <f> y ) est non nul dans H (G,HoniR(fi, -R)). 

De plus, si m < oo, m + 1 ^ mod p, m' < oo et m' + 1 ^ mod p alors 
les images de 4> x et de 4> y dans H 1 (G, Homfl(fi, R)) sont linéairement indépen- 
dantes. 

(ii) Si G est un groupe p-cyclique et si m + 1 = mod p ou m = oo alors 4> x est 
nul dans H 1 (G, Hom_R (fi, R)). 

Preuve : Démontrons tout d'abord le point (i). Supposons que m<ooetTO+1^0 
mod p. Soit a <E G un élément tel que v x (a(x) — x) = m + 1 (sur la normalisée de X). 
Notons <j(x) = x + a m +ix m+1 + . . .. On a alors 

<t> x {a){dx) = 1 - — — = 1 - (1 - (m + l)a m+1 x m + . . .) 

et donc v x (tfi x (cr)(dx)) = v x ((m + l)a m +ix m ) = m. Si <p x est nul dans 

H 1 (G,Hom iî (Q,iî)) 

alors il existe / G a;fc[[a;]] tel que pour tout r G G on a 4> x {t) = f-§^ — t (/Jj) (car 



Hom. R (n,R) ^ xfc[[x]]^ ®yk[[y]}-£-, cf. l'isomorphisme (3.2.3)). Soit n > 0, on a 



9a; \ dx ) ) d x a(x) d x a(x) 

x n {\ + (m + l)a m+ i.T m - (1 + a m+ ix m + . . .)") 
d x a(x) 

Par suite, on trouve que 

u x (x^-a(x^))(dx)>n + m 



13 



et par linéarité 



dx \ dx / 

ce qui est absurde donc <f> x ^ dans H 1 (G, Hom^fi, R)). 

D'autre part, comme Homfl(fi,i?) = © J/MMlg^ et que G n'échange pas 

les branches analytiques, si <f> x et <j> y sont non nuls dans H 1 (G, Hom(f2, R)) alors ils 
sont libres. 

Passons à la démonstration du point (ii). Le cas m = oo est trivial car alors <j> x = 0. 
Supposons m + 1 = mod p. Quitte à changer d'uniformisante, on peut supposer 
que cr(x) = ç 1+x Zy/ m (cf. exemple 3.2.3). Posons / := (1 — x 1 ™^ -1 )) p™ — 1 (qui est 
bien définie car p\m + 1). On a 

\J ~dx J ~ ^"(i + iemjp-ij + M ) 

= (i_ x ™(p-i))^(i + îa; ™)i-^+V™i__ CTi ( 1. 

ax \ox 

f JL + JL- a i(± 

dx dx \dx 
On a donc / £ xR et 

ax \ ax J 

ce qui prouve que <j> x est nul dans H 1 (G, Hom(f2, R)). □ 

Corollaire 3.2.9 Soit G un groupe p-cyclique agissant sur X sans permuter les 
branches et avec un conducteur (m, m') (m, m! G NU {oo},). Notons 

I si m < oo et m + 1 ^ mod p 
a = < 

1 sinon 



a = 



si m' < oo et m' + 1 7^ mod p 

1 sinon . 



Alors le noyau du morphisme Hom^f), R'/R) G — » H 1 (G, Honii?(f2, iî)) esi de dimen- 
sion a + a'. 

Preuve : Le morphisme Hom^fi, R' / R) G — > H 1 (G, HoniR(f2, iï)) s'identifie au mor- 
phisme composé 



k g^® k Q- ^kct> x ®k(t> y ^~H 1 (G,ÏLom R (rL,R)). 



Le résultat est donc un corollaire immédiat de la proposition précédente car <\> x est 
nul (en tant qu'application G — » Hom(f2, iî)) si et seulement si m = 00. □ 

Proposition 3.2.10 Soit G un groupe cyclique agissant sur X sans permuter les 
branches et avec une différente (3,0') • Notons G x ,o l'image de G dans Autfc((x)). 
Alors l'image du morphisme 

H 1 (G,Hom fc[[x]] (fc[[.T]]d.T,A : [[.T]])) H 1 (G, Ext^ (fi, R'/R)) 
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est nulle si 25+1 = mod \G x .q\ et si G x .a = G, et de dimension 1 sinon. De plus, les 
images de H 1 (G,Hom fc [[ :I .]](fc[[a;]](ia;, fc[[x]])) et H 1 (G, Hom fc [[ y ]j (k[[y]]dy, k[[y]])) dans 
E 1 (G,Ext° R (fl,R'/R)) sont en somme directe. 

Preuve : D'après le théorème 3.1.5, on peut trouver un champ de vecteurs S 
Horrifc[[ a; ]](fc[[x]]cix, fc[[x]]) avec /(0) ^ et Ttg (/gj) = si et seulement si 2D + 
1^0 mod |Ga;,o| ou G x ,o G. Supposons qu'il existe un tel élément. Comme G 
agit trivialement sur Ext R (fi, R'/R), on voit que l'image de /J| est non nulle dans 

H 1 (G,ExtS l (fi,.R7iî)). 
D'autre part, comme G est cyclique et agit trivialement sur Ext R (Q, R'/R), on a 

H 1 (G,Ext^(n,i2 / /.R)) = Ext° R (Cl,R'/R), l'image est donc au plus de dimension 1. 

La dernière assertion est une conséquence immédiate de la description de l'espace 
vectoriel Extfj (fi, R'/R) provenant de l'isomorphisme (3.2.3) qui donne un isomor- 
phisme canonique H^G, Ext^(f2, R'/R)) = k-j^®k-§-. □ 



Corollaire 3.2.11 Soit G un groupe p-cyclique agissant sur X sans permuter les 
branches et librement sur un ouvert dense (comme dans l'exemple 3.2.3). Notons 
{m, m!) le conducteur de G. Alors 

dim fe H 1 (G,Ext°(f2,iî)) = m + m' + 2 



m 




"2m + 1' 


+ 


m' 




"2m' + 1" 


.V _ 




P 




_ P _ 




P 



Preuve : C'est un conséquence immédiate du théorème 3.1.4 et des propositions 3.2.8 
et 3.2.10. □ 

Remarque 3.2.12 On peut noter que, dans le cas général, le fc-espace vectoriel 
H 1 (G, HoniR' (fi', R')) n'est pas de dimension finie (il l'est si l'action de G n'est triviale 
sur aucune branche). 



3.2.2 Épaississement de la singularité 

Nous allons maintenant nous intéresser à l'épaississement de la singularité, c'est-à- 
dire à l'image du morphisme ép défini dans la suite (3.2.1). Notre but est d'arriver au 
théorème 3.2.18 qui décrit l'existence de relèvements équivariants non topologique- 
ment triviaux. 

Comme d'habitude, nous nous plaçons dans la cas où G est un p-groupe. On voit 
alors aisément que H°(G, Ext 1 (fi, R)) est un fc-espace vectoriel de dimension 1 égal à 
Ext 1 (fi, .R). 

Nous allons voir maintenant à quelles conditions un automorphisme peut se relever 
en un automorphisme d'une déformation non topologiquement triviale. Avant cela, 
nous avons besoin de quelques lemmes préliminaires. 

Lemme 3.2.13 Soient a un automorphisme de X ne permutant pas les branches. 
Notons 

X = Speck[e}/(£ 2 )[[x,y}}/(xy - e). 
Soit a e un relèvement de a à X , alors il existe h a fi € xfc[[x]] et h^i G î/fc[[y]] tels que 



, . . . a(y) — y . . . 
a e {x) = a(x) - e -j— — I- ehcrfi(x), 



a e (y) = a(y) - e 



y&{y) 

cr(x) — x 
xa(x) 



(3.2.5) 
(3.2.6) 
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De plus, pour tout /i CTj o G xA;[[x]] et h a ,\ G ^ a [[î/]], il existe un automorphisme o e : 
X —y X donné par les équations (3.2.5) et (3.2.6). 

Preuve : Notons encore a(x) et a (y) les relèvements triviaux de a(x) et a (y) à fe[e][[x]] 
et fc[e][[y]]. Comme a e relève a, on a a e (x) — <r(x) = mod e. Par suite, il existe 
h a fi G et e a fl G k[\y]] uniques tels que 

a e {x) - a(x) = e(e a fl(y) - h afl (x)). 

De même, il existe h a ,i G yfc[[y]] et e CTj i G k[[x]\ uniques tels que 

<Te(v) ~ o-(y) = e(e ff) i(x) - h a ^{y)). 

Or (T e est un automorphisme de fe[e][[a;, y]]/(xy — e) donc a e (xy — e) = mod (xy — e). 
En exprimant cette égalité, on obtient les équations (3.2.5) et (3.2.6) en faisant un 
développement limité à l'ordre 1. La réciproque se démontre de la même manière. □ 

Dans le cas de l'action d'un groupe, les séries formelles h a ,o et h a ,i du lemme précé- 
dent doivent vérifier certaines conditions de compatibilité lorsque a varie dans G. 
Pour des raisons techniques, il est plus commode de poser f a .o( x ) — {d x a(x))h a ^(x) 
et fa,\{y) = {d y a(y))h a ,i(y). 

Proposition 3.2.14 Soit G un p-groupe fini agissant sur X sans permuter les bran- 
ches. Pour tout a G G, notons v ai o (resp. v a _\) le terme de degré 2 dans la décom- 
position de <t{x) (resp. cr{y)). Alors il existe un relèvement de l'action de G à X si 
et seulement s'il existe des séries formelles / CT) o G a;fc[[a;]] et f a .\ G Z/fc[[y]] pour tout 
a G G vérifiant 

far.0(x) =(l- ) ) ^f- + f„ i0 (x) + —L^faWx)) (3.2.7) 

V {d x T)(a(x)) J d x a(x) d x a(x) 

UrAv) = ( i - è -, ^ ) Tr^fr + f°>i(v) + TTT-JrA^y)) (3.2.8) 

V (<V~) (<%))/ d y cr(y) dy<r[y) 

où (d x T)(a(x)) désigne l'évaluation de la série formelle d x {r(x)) en a(x). 

Preuve : Montrons que c'est une condition nécessaire. Supposons qu'il existe un relève- 
ment de l'action de G à A". Pour tout a G G notons a e le relèvement de a à X défini par 
le relèvement de G. D'après le lemme 3.2.13, pour tout a G G il existe h a $ G xfc[[x]] 
et ha-^i G 2/fc[[y]] telles que le relèvement <j s de a à X vérifie les équations (3.2.5) et 
(3.2.6). 

De plus, comme on a supposé que G agit sur X, on a, pour tout cr, r G G 

(a o r) e = cr £ o r e . 

Un développement limité à l'ordre 1 (direct mais assez pénible à cause des composi- 
tions de morphismes) permet de trouver 

Krfii x ) = ((9xt)(<j{x)) - l)n<r,i + K fl (x)(d x T)(<7(x)) + h a fi(a(x)). 

Par suite, en posant f p ,o(x) = g p, °^j pour tout p G G on trouve la formule (3.2.7). 
Des calculs similaires conduisent à formule (3.2.8). Ces mêmes calculs montrent que 
les conditions (3.2.7) et (3.2.8) sont suffisantes pour relever l'action. □ 
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Proposition 3.2.15 Reprenons les notations de la proposition précédente et sup- 
posons de plus que G est cyclique d'ordre n. Soit a un générateur de G. Alors il 
existe un relèvement de l'action de G à X si et seulement s'il existe f a fl G xfc[[x]] et 
fa.i G yk[[y}] telles que 

Tr G ((fa,o(x) + v a j) j^) = = Tr G ((/ CT ,i(y) + v afi ) . (3.2.9) 

Si de tels éléments existent alors le relèvement est donné par les formules (3.2.5) et 
(3.2.6) avec h afi (x) = f tr fi{x)d x cr{x) et K^(y) = fo-,i(y)d y cr(y), 

Preuve : Supposons qu'on puisse relever l'action de G à X. Soit i S N, on a, d'après 
la formule (3.2.7), 

/<7*+i,o(ï) = ( 1 - , a ;! i u ) TT^T-T + fa,o( X ) + o l , \ f<r\o{v{x))- 

\ (d x (T l )((T{x)) J d x a(x) d x a(x) 
Une récurrence immédiate montre que 



V'=o 



(x) d x a^{x) J ^ ô x£ ri(a;) 



C'est-à-dire 



j=0 v 7 x w j=0 v 

Or par définition de n on a a n = Id donc fa™.o — ce qui impose 

ce qui est bien le résultat annoncé. Des calculs similaires conduisent à l'équation sur 
l'autre branche. 

Réciproquement, supposons qu'il existe f a $ et f a> i vérifiant les hypothèses de la 
proposition. Posons, pour tout i € {0, . . . , n — 1}, 

t f x / \ - i ; t , f*Ao 3 {x)) 

Ui+1 '° [X) - V « l d x a^(x) d x a^{x) ) + d x ai(x) 

(et une formule semblable pour / CT i+i i). Par construction, les f a i et f a i t i vérifient 
les équations (3.2.7) et (3.2.8). La proposition 3.2.14 permet alors de relever l'action 
de G à X. □ 

Nous aurons besoin, lors de l'étude globale, d'une description de l'action sur chaque 
branche d'une déformation du premier ordre du point double. Ceci est donné dans le 
lemme suivant. 

Le m me 3.2.16 Soit X -> Spccfc[e]/(e 2 ) une déformation G-équivariante de X. Re- 
prenons les hypothèses et notations de la proposition 3.2.14- Alors pour tout a £ G 
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il existe h a fl S xfc[[a;]], h a ,i G yk[[y]] et A G k tels que l'action sur k[e]((x)) et sur 
^[ £ ]((y)) s °it donnée par 

<t e (x) = cr{x) — Xev at i + eh afi {x) 

De plus, A = si et seulement si X est une déformation topologiquement triviale. 
Preuve : C'est une conséquence immédiate du lemme 3.2.13. □ 

En particulier, on peut constater que les séries de Laurent o e (x) et a e (y) n'ont pas 
de pôles. Cette remarque sera très utile lors de l'étude des déformations globales. 

Définition 3.2.17 Soit G un groupe agissant sur X = Speck[[x,y])/(xy). On dira 
que l'action de G est relevable à l'ordre 1 s'il existe une déformation G-équivariante 
de X non topologiquement triviale. Dans le cas contraire, elle sera dites non relevable 
à l'ordre 1. 

Supposons que l'action est relevable à l'ordre 1. Notons D x (resp. D y ) le sta- 
bilisateur de (x) (resp. (y)), G x (resp. G y ) l'image dans Autfc(Spec/c((a;))) (resp. 
Autfc(Specfc((j/)))) de D x (resp. D y ) et T x (resp. T y ) le noyau du morphisme D x — > G x 
(resp. D y — > G y ). Nous dirons que l'action de G est relevable inconditionnellement 
s'il existe une déformation G-équivariante X de X non topologiquement triviale telle 
que l'action induite de T x sur Spec/c[e]((a;)) (resp. T y sur Spccfc[e]((y))) est triviale. 
Dans le cas contraire, l'action sera dite relevable conditionnellement. 

Théorème 3.2.18 Soit G un p-groupe agissant sur X = Spec/c[[a;, y)]/(xy) sans per- 
muter les branches. Reprenons les notations de la définition 3.2.17. 

(i) Si le conducteur est différent de (l,m) et (m, 1) (avec m G N U {oo}^, alors 
l'action de G est relevable inconditionnellement. 

(ii) Supposons que G est un p-groupe cyclique et que son conducteur est (m, 1) (avec 
m £ NU {°°} et m 1). Notons (5,3') sa différente. Alors l'action de G est 
relevable si et seulement si 20 + 1 ^ mod \G X \ ou G x ^ G. De plus, si l'action 
est relevable, alors elle l'est inconditionnellement si et seulement si 20 + 1 ^ 
mod \G X \. 

(iii) Si G est un p-groupe cyclique agissant sur X avec un conducteur (1,1), alors 
l'action est relevable si et seulement si 

20 + 1^0 mod \G X \ ou G x ± G 
20' + 1^0 mod \G y \ ou G y ^ G. 

De plus, l'action est relevable inconditionnellement si et seulement si 20 + 1 ^ 
mod \G X \ et 20' + 1 + mod \G y \. 

Preuve : Montrons d'abord le point (i). Pour tout a G G on voit que Vo-,0 = et 
V a ,i = 0. Par suite, posons / CT ,o = f a .i = pour tout a G G. On voit alors que 
{/<t,o}o-<eg est solution des équations (3.2.7) et {f a ,i}aeG des équations (3.2.8) et 
donc qu'il existe un relèvement inconditionnel (par le lemme 3.2.16) de X. 

Passons à la démonstration du point (ii). Supposons dans un premier temps que 
20 + 1 ^ mod \G X \ ou G x ^ G. Soit fo G k[[x]) un élément de trace nulle fourni par 
le théorème (3.1.5). Alors la proposition 3.2.15 fournit un relèvement (avec f a ,o = fo 
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et f a ,i = où a est un générateur de G). D'autre part, la proposition 3.2.15 et le 
théorème 3.1.5 fournissant des équivalences, la réciproque est démontrée. 

Revenons au cas 20 + 1 ^ mod \G X \. Alors on peut supposer que Ttg^/o = 
d'après le théorème 3.1.5. On voit ainsi que l'action précédemment définie induit une 
action de G x sur Specfc[e]((x)) et donc que l'action est relevable inconditionnellement. 

Réciproquement, supposons que l'action est relevable inconditionnellement. Soit 
(X, G) une déformation équi variante de (X, G) non topologiquement triviale et telle 
que G x agisse sur SpecA;[e]((a;)). Notons /o l'élément donné par la proposition 3.2.15. 
Comme G x agit sur Specfc[e]((x)), on montre aisément que Ttg x /o = et /o(0) ^ 
(comme dans la proposition 3.2.15). Le résultat vient alors du théorème 3.1.5. 

La démonstration du point (iii) est similaire à celle du point (ii). □ 

4 Étude des déformations globales 

Cette section a pour but l'étude des déformations équivariantes des courbes semi- 
stables. Nous ne supposons pas, excepté dans la sous-section 4.1, que l'action est libre 
sur un ouvert dense. 

4.1 Déformation des courbes lisses 

Soient k un corps algébriquement clos, G — > Spccfc une courbe lisse et G un groupe 
agissant fidèlement sur C (en particulier, l'action est libre sur un ouvert dense). Notons 
Cram l'ensemble des points possédant un stabilisateur non trivial. Pour tout p € C ram 
nous noterons P la différente de G en p. Pour chaque classe a G C ram /G, choisissons 
un représentant p a dans la classe a. On a une suite exacte provenant de la suite 
spectrale l p 2 ' q := W(C/G,^t q G (Q x/k ,O c )) 

-> R\C/G, <Ev° G (n c/k ,O c )) - Ext^ c/fe , O c ) - 

Ext^ a (â o/feiPa ,Ôc, P J^0 

a£C ram /G 

(cf. [BM00], Lemme 3.3.2). Un calcul similaire à celui de la proposition 5.3.2 de [BM00] 
permet alors de montrer que 

dim fc RHC/G, zv G (n c/k , Oc)) = 3 Pa (C/G) - 3 + £ 

aeC ram /G 

(on prendra garde à la coquille qui s'est glissée dans l'énoncé et dans la preuve de la 
proposition 5.3.2 de [BMOO] et qui consiste en la transformation des parties entières 
supérieures en parties entières inférieures). Dans le cas où le stabilisateur en chaque 
point est cyclique on peut donc calculer, grâce à [BMOO], Théorème 4.1.1, la dimension 
de Extg(fic/fe, Oc) explicitement, ce qui donne une généralisation immédiate de la 
proposition 5.3.2 de [BMOO]. 

Théorème 4.1.1 Soient C — > Specfc une courbe lisse sur un corps algébriquement 
clos de caractéristique p et G un p-groupe fini agissant fidèlement sur C et tel que 
pour tout point fermé p G C le stabilisateur D p soit cyclique. Alors 

dim fc Ext^ c/fc , Oc) - Sp a (C/G) - 3 + ]T 

a£C ram /G 




2d Pa 
\D Pa \_ ' 
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Preuve : D'après la suite exacte précédente, on a 

dim fe Ext G (ft c/ fe, Oc) = dim fc H^O/G, -E K t G {Q G/k ,O c ))+ 

dim fe Ext^ pQ (^ CA , PQ ,ÔapJ. 

a£C ram /G 

Finalement, grâce au théorème 3.1.4, on obtient le résultat. □ 

4.2 Déformation des courbes singulières 

Soient O — > Spccfc une courbe semi-stable et G un groupe fini d'automorphismes de 
O. La suite spectrale If' 9 := H P (C/G, T,!(t G {Q,x/k^ O g )) donne une suite exacte 

-> H^O/G, E tf g.(fi c/fc> Oc)) - Ext G (fi c/ fe, Oc) - 

H°(G/G, E^cCOc/fe, Oc)) H 2 (G/G, £#g.(fi C / fc , Oc))- 

Comme G/G est une courbe, on a H 2 (C/G, ■EK.t G (Ctc/k, Oc)) = 0. Par suite, calculer 
la dimension de Ext G (f2 G / fc , Oc) revient à calculer celles des deux autres termes de 
la suite. 

Considérons le diagramme commutatif suivant 

C *" C 



C/G^C/G, 

les morphismes (p et tp étant les morphismes de normalisation et les morphismes n et 
7T étant les morphismes quotients. 
La suite spectrale II??' 9 := R p irf ■E^t q (Q G /k, O g ) donne une suite exacte 

o -» (rV?) r! c/ fe -> E ^ G (fic,Oc) - 7T? (E^Hno/fc.Oo)). 

On a donc une suite exacte 

-> H°(G/G, (RVf ) G/fe ) H°(G/G, £*4(Qc, Oc)) -» 

H^G^^^Qca.Oc)) - 
En résumé, on a le diagramme commutatif suivant (à ligne et colonne exactes) 



\ 

7T G C 

\ 

o ^ h!(c/g, s»» (n c/Jb ,o )) Ebrtjf(n 0/fc , o ) h°(c/g, e# J.(n C /*, ©c)) o 

n°(c/G,7TG^(Q c/k ,o c )) 

Nous allons relier H 1 (G/G, i E^t G (Q c /k, Oc)) et H°(G/G, RVf fi c/fc ) à des groupes 

similaires définis à partir de G (comme dans le cas local) . Nous considérerons ensuite 
l'image du morphisme 

ép : Ext G (tt c/ fe,O c ) - H^CEtf^îîc/fc.Oc)) . 
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4.2.1 Lien avec la normalisée 



Le but de cette partie est de montrer le théorème 4.2.4. Avant cela, nous avons besoin 
d'introduire quelques notations. 

Pour tout schéma Z nous noterons no(Z) l'ensemble des composantes connexes de 
Z. Soient G — > Specfcjme courbe stable et G un p-groupe fini d'automorphismes de 
G. Pour tout j3 G ir (C)/G, choisissons un représentant Gg dans la classe (3 et notons 
Dp son stabilisateur, Tp le noyau de l'homomorphisme Dp — » Aut(Spec«(G/3)) et 
Gp :— Dp/Tp. Notons de plus ipp : Cp — > C le morphisme induit par la normalisation, 
: Cp — > Cp/Gp le morphisme quotient et V/3 : Cp/Gp — » G/G. On a donc un 
diagramme commutatif 



V/3 



C 



C 



C/G 



(4.2.1) 



La suite exacte (3.2.2) possède un analogue global (dont l'exactitude se démontre 
de manière identique) 



o -» n y c/k -> ^ -> ^«(fi c/fcî (^o ô ) /Oc) - o. 



(4.2.2) 



Notons 



fl := Im 



Rl?r ,3,* (^^C/fc) ^ Rl7r ,3,* (^^ om ( fi C/fe' ( ^* C 'c/ C, c) 



(on remarque que les groupes apparaissant dans la définition de &p sont les Gp et 
non les Dp). On voit que le support de <Ôp est dans ipp 1 {^{C S ing))- 



Exemple 4.2.1 Supposons que pour tout p G C S i ng , D p est cyclique et ne permute 
pas les branches. Pour tout a <E G S i ng /G choisissons un point p a dans la classe de a 
et notons (t> a ,ï>a) la différente de D Pa . La proposition 3.2.10 permet de voir que 



J2àim k U°(Cp/Gp,0p) 



20, 



aeC 5i „ B /G 
+ 1^0 mod \G P 
ou G VŒ =£D Pa , 



aeC a i n g/G 
2ï/ +1^0 mod \G Pa \ 
ou G Pa ^D Pa 



De manière analogue, on définit 

S := ker (nfrtom (fi c/fc , (p.Og) /C'a) -> RVf fi£ /fc ) . 

On voit que 5 est à support dans 7r(G S i nff ). On peut préciser la structure des fibres 
de $ dans le cas général. Ceci est donné par la proposition suivante. 



Proposition 4.2.2 Reprenons les notations précédentes. Soient q un point de C/G 
et p G 7r _1 (q). Notons D p le stabilisateur de p, T p le noyau de l'homomorphisme 
D p -> Aut(Frac(0 C ,p)) et G p := D p /T p . Alors 

£ q = ker (xo m (n c/k ,^O ë /O c ) p J > -> H^Gp.fî^)) . 
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Preuve : La définition de # et une décomposition selon les orbites sous D p (cf. [Bab69], 
27.1) permettent de voir que 

ï, = kcr ^om(n c/k ,^O ë /O c )p v - H^.Qg^,,)) . 

Il est alors aisé de voir que le morphisme se factorise en fait par H 1 (G p ,ripy fc ) car 
T p agit trivialement. □ 



Exemple 4.2.3 Supposons que pour tout p € C S i ng le stabilisateur D p est p-cyclique 
et agit sans échanger les branches. Pour tout a 6 C S i ng /G choisissons un point p a 
dans la classe a et notons (m a ,m' a ) le conducteur de D Pa . Le corollaire 3.2.9 nous 
donne 

dinifcH (C,^) = m Q + l=o" 9 mod p \ + < m' a +l=0 mod p 
L ou m Q =oo J [ ou m' a =oo J 

Théorème 4.2.4 Soient G — > Specfc «ne courbe stable et G un groupe fini agissant 
sur C Specfc. Reprenons les notations précédentes. Alors on a deux suites exactes 

-> Extg,(fi g/fc> 0g) - H°(G/G, ^ -f H^G/G, î^ë^c/fe, Oc)) - 

H 1 (C/G,^^(fi ô/fc ,O ô ))^0, (4.2.3) 



-> H°(G/G,y) -► H°(G^(^c/fc, (^*O c ) /°c)) G -» H°(G/G, RVf Q C//fc ) 

- H^/G^R 1 ^^)^ H°(G^/G^^)^0. (4.2.4) 

0£Tr o (C)/G peMO/G 

Preuve : Nous allons mener une étude parallèle à celle de la section 3.2.1. 
En appliquant le foncteur 7r G à la suite (4.2.2), on obtient une suite exacte longue 



-> nffl v c/k -> V* o 5rf Q£ /fe -> 7rf^(n 0/fc , (^0g) /Oc) - (R^f) fi£ /fe 

-» V* o (R^?) ^g /fc -> (R^f) ^ m (O c/fe , (<p*O d ) /Oc) (4.2.5) 

car pour tout i > on a 

V>* o R l ï G = R< (V- o 5f) G = R l (tt o 0)f = (RVf ) o 0» 

(ce qui découle de l'exactitude de cp* et de -0*)- Notons H le noyau du morphisme 

de sorte qu'on a trois suites exactes 

- n^n c/k - V* o îrfft^ ^^^0, (4.2.6) 

-> 7r G ^m (fi c/fc , (^0g) /O c )/ï -» (R^f) ^c/fe -» W -» 0, (4.2.7) 
0^H^^o(R 1 ^ G )^ /fe ^ (R 1 7rf)jfw.(n 0/fcl (^O g )/0 £7 ). (4.2.8) 
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En prenant la suite exacte longue de cohomologie des faisceaux associée à la suite 
(4.2.6) on obtient une suite exacte 



-> Ext° G (n c/k , Oc) -» Ext° G (n d/k ,o d ) -» H°(G/G, ff) -» 

R\C/G, v#° G (nc/k,Oc)) - H^G/G, £^^(fig /fe , Og)) - (4.2.9) 

car, # étant à support de dimension 0, on a 

H 1 (G/G, S) =0. 

Par suite, on trouve la suite (4.2.3) car G est stable et donc Ext (Oc/fci Gc) = 
d'après [DM69], Lemma 1.4. 

D'autre part, la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite (4.2.7) nous 
donne, comme # et wftfom (fic/fci VP&c) l®c) son t à support de dimension 0, une 
suite exacte 

-> H°(G/G, 3) - H°(G, ^ om (fi c/fc , (^,Og) /G C )) G -► 

H° (G/G, R^ffi^/J -► H°(G/G,H) 0. 

De même, la suite exacte (4.2.8) nous donne une suite exacte 

-» H°(G/G,H) -► H° (G/G, R x 5?fO^ ) -> 

H° (G/G, (R 1 ^ ) XomÇlc/k, (v*O ë ) /Oc)) ■ 

On a donc une suite exacte 

-> H°(G/G,S) - H°(G,^ m (fi c/fc , ( v ,O e ) /O c )) G -> H^G/GRVf^/,) 

- H°(G/G, R 1 *? -> H° (G/G, (RV?) (O c/fc , (^O ë ) /O c )) . (4.2.10) 

Il s'agit maintenant d'étudier le morphisme 

H°(G/G, R 1 ^ fi~^ fc ) -» H° (G/G, (RV?) *Mn c/fc , (v>„0 e ) /G c )) . 

Ce morphisme peut se décomposer, à l'aide de [Bab69], 27.1, en une somme de termes 
«locaux» de la forme 

h^/g^r 1 ^:^/,)- 

t3£ir (C)/G 

H° (Cp/GfrR 1 ^' (^arn(Q c/k ,^O c /Oc))) 

car 

t{om{Çl c /k,V*0 G /Oc) = (p*tp*rtom(Çl c /k-,V*OclO G ) 

(ce qui peut se voir à l'aide de la description locale explicite donnée dans la section 
3.2.1). Il suffit donc d'étudier chacun de ces termes locaux. Soit (3 £ ttq(C)/G. La 
suite spectrale des extensions de groupes III2' 9 := W(Gp, W(Tp, M)) (pour tout 
-D/3-module M) nous donne (comme Tp agit trivialement et que Gp = Dp/Tp) un 
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diagramme commutatif à colonnes exactes 








H^Cfc/G^R^n^-^-H (Cp/Gp.R 1 ^ (^Jf««(n 0/fc , <p.O ô /Oo))) 
H^/G^R^fl^) -^H° (G^/G 5 , R 1 ^ (tpîx« lt (Slc / k,<p.O e /Oc))) 

ïï (Çp,K 1 (Ti3, Çïcp/k)) C0 » H" (C^H 1 (T 3 ,^fc(fi c/t ,^O e /O c ))) . 
De plus, on voit que est canoniquement isomorphe au morphisme 

car Xjg agit trivialement sur C/3. 

D'autre part, comme C — > Spec/c est stable (en particulier, Ext°(f2cyfc, Oc) = 
d'après [DM69] Lemma 1.4) la suite exacte (4.2.2) montre (en passant aux sections 
globales) que le morphisme 

Ext°(fic o ,0Co) - H (C,tf O m(fi c/fc , ( v ,Og) /O c )) 

CoG7T (C) 

est injectif. Par suite, le morphisme cp est injectif. Le noyau de bp est donc égal au 
noyau de ap et la suite exacte (4.2.10) donne une suite exacte 

-> H°(C7/G,S) H°(C7,^m(n c/fc , (<p.O d ) /O c )f -> H°(C/G, RVffi^) 

/3G7>-o(C)/G / 967r (C)/G 

Finalement, le faisceau R 1 7r^ ?/3 O c ^^ fc étant à support discret (car Gp agit librement 
sur un ouvert dense de Cp), l'image de ap est égale à H°(Cp/Gp, <5p) (par définition 
de 6/3)- On a donc la suite exacte (4.2.4). □ 

Remarque 4.2.5 On peut remarquer que dans le cas général des courbes à singu- 
larités doubles ordinaires, donc C — > Specfc pas forcément stable ni même propre, les 
deux suites (4.2.9) et (4.2.10) sont encore exactes. 

Corollaire 4.2.6 Reprenons les notations précédentes. On a 

à3m h E 1 (C/G,<E# G (tlc/k,Oc)) +dim k H°(C/G, RVfft c/fc ) - 
dim fe H°(C, Htm (n c/k , (<p.0 8 ) /O c )) G - ]T dim fc Hom(0 C/î/fe , Cff f* 

dim fc Ext G ^(r! c ,, Cp ) ~ dim k K°(Cp/Gp, <Ôp) 

0&7r o (C)/G 
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Preuve : Pour tout (3 G ttq(C)/G on a un isomorphisme canonique 

(ceci provient de la suite spectrale Ilf' 9 := ^^'(^Cp/fci ^Cg)) et de la lissité de 
C^). La suite spectrale := W^Cp/Gp, "E^t q (Çî Cfj / k , Oc )) fournit donc une suite 
exacte 

R 1 (Cp,^t G ^n Cfi/k ,O c ,)) Ext Gg (fl c/k ,O c ) -> 

H°(<7 /9 /Gf^,R 1 7r^îî^ /fc )-.0. 

On peut alors décomposer ces groupes en prenant un représentant dans chaque orbites 
sous l'action de G via [Bab69], 27.1, ce qui nous donne un isomorphisme 

Ext°(Q e/fc ,Og)S Ext°(O c , /fc ,0 C(3 )^ 

0£TT O (C)/G 

puis 

K\C/G,<£ Kt ° G {Çl d/k ,O d ))^ H^C^/G^.E^^/fc.O^)). 

/367r (C)/G 

Les suites exactes (4.2.3) et (4.2.4) permettent alors de conclure. □ 



Exemple 4.2.7 Soient C — » Specfc une courbe stable sur un corps algébriquement 
clos de caractéristique p et G un p-groupe cyclique agissant fidèlement sur C. On ne 
suppose pas que le groupe G agit^ librement sur un ouvert dense de C. Supposons 
que les composantes connexes de C sont de genre > 2 et qu'en chaque point singulier 
p G C, le groupe D p agit sans permuter les branches. Pour tout a G C S i ng /G, choi- 
sissons un point p a dans la classe a et notons (J) a , î)„) la différente de D Pa . Notons 
Cram l'ensemble des points q de C tels que G q (i.e. l'image du stabilisateur D q dans 
Aut(SpecOp )) soit non trivial, choisissons pour tout 7 G C ra m/G un élément q 7 
dans la classe 7 et notons 5 7 la différente de G qi (et non D qj ) si G qi 7^ {Id} et 
sinon. Le corollaire 4.2.6, le théorème 4.1.1 et l'exemple 4.2.1 montrent qu'alors 

dim fc R\C/G, E#° G (Slc/k,Oc)) + dim k E°(C/G, RV? fl G/k ) = 2 \C smg /G\ + 

£ 3p a (Cp/G)-3 + Y, [m 1 ] - 

f a£C sing /G 
< 2D Q +1#0 mod \G P 
{ ou G Pa ^D Pa 

le calcul de dirn^ H°(C, -Hom (Qc/k> (f*O c ) /Oc)) G étant immédiat (cf. description 
locale dans la section 3.2.1). 

4.2.2 Épaississement des points doubles 

Soient k un corps algébriquement clos, C — > Specfc une courbe stable et G un groupe 
agissant sur C . Le but de cette section est de préciser l'image du morphisme 

Ext^fV/,,, Oc) % H°(C7, ^(Qc/k, O c )f. 



aeC S i„g/G 
2D^ + 1#0 mod |G P 
ou G Pa ^D Pa 
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Pour tout a G C s i ng /G, choisissons un représentant p a dans la classe a et notons 
D a son stabilisateur, T a le noyau de Phomomorphisme D a — > Aut(Frac(Oc , ,p c ,)) et 
G a :— D a /T a . D'après [Bab69] 27.1, on a une décomposition 

H°(c,E^ 1 (n c/fc ,o c )) G = E X t\n c/ktPa ,o c , Pa ) D °. 

Le théorème 3.2.18 suggère de répartir les points singuliers selon la nature des relève- 
ments. Cela est fait dans la définition suivante. 



Définition 4.2.8 Soient p un point singulier de G et D p son stabilisateur. Le point p 
sera dit inconditionnellement relevable (resp. conditionnellement relevable, resp. non 
relevable) si c'est le cas de l'action de D p sur SpecOc,p (cf. définition 3.2.17). 

Grâce au théorème 3.2.18, on voit que le conducteur en un point conditionnellement 
relevable est de la forme (1, m) ou (m, 1). Les points ayant un conducteur de cette 
forme vont jouer un rôle particulier. 

Notons tp : G — > C le morphisme de normalisation. Définissons le sous-ensemble 
C C ond î de <ç~ 1 {C S i n g) de la manière suivante : 

f qi G Lp~ 1 (C S i n g)\ip(qi) est relevable et si c\2 est l'autre point de 
cond î •— | ^ _1 (^(qi)) alors le conducteur de T qi sur SpecO^ qa est 1 

(en particulier, les points de <p{C con d î) sont conditionnellement relevable d'après le 
lemme 3.2.16). On définit alors deux diviseurs effectifs sur C : 

Dsing '■= q, D con d i := /J qi- 

q67r- 1 (C sj „ 9 ) qi£C„„ d i 

Pour tout [3 G 7ro(C)/G, choisissons un représentant C/3 dans la classe de (3 et 
notons Dp son groupe d'inertie, Tp le noyau de Phomomorphisme Dp — > Aut(C/î) et 
G/j := D/j/T/a- Notons 

^ := R\Tp,R (Cp,Q^ /k (-D sing +D cond 0))^. 

Si on suppose que deg(D S i„ g — D con( i 1) > 2 — 2p a (Cp) (ce qui est le cas général et 
est toujours vérifié si p a {Cp) > 2) on voit que Vip = 0. 

Théorème 4.2.9 Soient C — > Spccfc wne courbe stable sur un corps algébriquement 
clos de caractéristique p et G un p- groupe fini agissant fidèlement sur C . Pour tout a G 
Csing/G choisissons un représentant p a dans la classe de a. Reprenons les notations 
ci-dessus. On a une suite exacte canonique 

aeC 3zng /G pen {C)/G 
Pa inconditionnellement 
relevable 

Contrairement aux démonstrations précédentes, la démonstration de ce théorème 
n'est pas purement cohomologique mais repose également sur des techniques de rec- 
ollement (cf. [Mau03a], Proposition 4.7). 

Preuve : Dans un premier temps, nous allons regarder le cas des points incondition- 
nellement relevables. Ensuite nous construirons le morphisme a puis nous montrerons 
que la suite est exacte. 
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Première étape : les points inconditionnellement relevables. 

Soit a G Cging/G. Supposons que p a soit inconditionnellement relevable. Nous allons 
construire une déformation G-équivariante C de G qui est non topologiquement triviale 
en les points de G.p a et topologiquement triviale en les points de C S i ng \ G.p a . Ceci 
suffira à montrer qu'on a une inclusion 

Ext^cp^OcpJ Clmép. 

Q6C Img /G 
pa inconditionnellement 
relevable 

Notons X = SpecOc,p„ , V et £ les deux points génériques de X, G v et Gç les groupes 
d'automorphismes induits par D Pa sur «(77) et Posons Gç = {£}, C v = {77} et 

U = (G^ U C n ) \ C S i n g (les adhérences étant prises dans G en identifiant les points 
77 et £ à leur image dans G). En particulier, on a une identification naturelle de G v 
(resp. Gç) avec un sous-groupe de Aut(G^) (resp. Aut(G^)). 

Par définition d'un point inconditionnellement relevable, il existe une déformation 
£> Pct -équivariante X de X telle que G, ( et Gç soient les groupes d'automorphimes 
induits par D Pa sur SpecG^.r; et SpecOx^ (on identifie les points génériques de X 
à ceux de X via l'immersion X — > X). Comme il existe une unique déformation Gç 
(resp. G n ) équivariante de SpecK(Ç) (resp. SpccK(ry)) (car les morphismes SpecK(Ç) — > 
Specft(£) G 5 et SpecK^) — > SpecK(rj) G ^ sont étales), il existe un isomorphismes G v - 
équivariant 

<p v : Frac(£>c„,pJ ®fc k[e] -> 
et un isomorphisme Gç-équivariant 

p € : Frac(G c ,,pJ ® fe fe[e] -» O xâ . 

En transportant ces isomorphismes à tous les points de G.p a via l'action de G on 
peut construire, grâce à la proposition 4.7 de [Mau03a], une déformation équivariante 
(C, G) de (G, G) qui induit la déformation triviale de G\G.p Q et une déformation non 
topologiquement triviale de SpecGc,p Q - 
En conclusion, on a une injection 

Ext 1 (fl c , Pa , O c , Pa ) -> Im ép. 

a£C 3lng /G 
p a inconditionnellement relevable 

Deuxième étape : construction de a. 
On peut remarquer que l'image de ép s'identifie avec l'image de 

H°(G/G, zvUVc/k, Oc)) H°(G, £# l (flc/k, Oc) f. 

C'est ce dernier morphisme que nous allons étudier. Reprenons les notations de la 
section 4.2.1 concernant Cp, np, tpp, ... (cf. diagramme (4.2.1)) 
La suite spectrale II?/ 9 := R p 7rf E^t 9 (ri c / fc , Oc) fournit une suite exacte 

-» R^f n^ /fc -> Ew^(n c /fc,O c ) -» Trf E^^fic/k.Oc). 
En particulier, si U désigne l'image dans G/G du lieu lisse de G, on a un isomorphisme 
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En décomposant ir 1 (U) selon les orbites sous l'action de G on peut écrire, grâce à 
[Bab69] 27.1, un isomorphisme 

f3£7r (C)/G 

Notons 9 le morphisme composé 

/3e7r (C)/G 

et 0' le composé de 6* avec l'homomorphisme de changement de groupes 

/3e7T (C)/G /3e^o(C)/G 

Le morphisme 6* peut se décrire, localement, de manière_explicite. En effet, choisissons 
un point p G G S i„ 9 et fixons une composante Cp G 7r (C) telle que ip~ 1 (p) n C,? / fi. 
Soit q G y _1 (p) fl Gg. Toute déformation G-équi variante du premier ordre (C — ► 
Spccfc[e],G) de G induit une déformation £> p -équivariante de SpecOc.p- Pour tout 
(7 G Dp, notons a e l'automorphisme de SpecÔe.p induit. Le lemme 3.2.13 (dont on 
reprend les notations, l'uniformisante x correspondant à une uniformisante de Cp en 
q) fournit alors la forme de a £ pour tout a. L'image par 9 de C est alors donnée 
localement (via le lemme 3.2.16) par le morphisme de cochaînes <f> défini pour tout 
a G Dp n Dp par 

En particulier, on voit que pour tout a G -Dp H Dp la série de Laurent <f>(<r)(dx) n'a 
pas de pôle. Le morphisme 9 se factorise donc par 

9, : evUtoc/k, Oc) - ^RV^O^. 

/3£7r (C)/G 

De même, on voit que le morphisme 9' se factorise par 

9[ : Etf^no/fc, Ce) - ^tt^H 1 ^, 0^ /fc ) 

/3eir (C)/G 

et l'image par 0^ de R 1 7r^ ! f2py fc (dont les éléments correspondent aux déformations 
topologiquement triviales, i.e. A = 0) est dans 

^,*^,«H 1 ( î >>^/fc(-- D ^n fl )). 
/367r (C)/G 

De plus, si cr G Tp et que A est non nulle (c'est-à-dire que la déformation équivariante 
de SpecÔcp induite par C n'est pas topologiquement triviale) alors 4>(a)(dx) possède 
un zéro si et seulement si p C con d i- Par suite, on voit que le morphisme 9[ se 
factorise par 

9' 2 : zv G (n c/k , O c ) -> (pp.^R^Tp, n C(j/k (-D slng + D cond ,)). 

0£Tr o (C)/G 
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En résumé, on a un diagramme commutatif 



-ni GnV 
n K * iL C/k 



' ®(3eir a (C)/G ( / : '/3,* 7r /3,CH 1 (î)3, ^c^/fc( ^sing)) 



£*tG(Çlc/k,Oc) , > ®f3e„ (C)/G W,* 7r ^* Hl ( T /9'^C 3 /fc( _ ' D ^«9 + D cond l)) 



En considérant la suite exacte longue de cohomologie (des faisceaux) associée à cha- 
cune des colonnes, on trouve un diagramme commutatif à colonnes exactes 



H 1 (T /3 ,H°(C /3 ,^ /fc (-D s „ ls ))) (: 

/5evr (C)/G 



Ira ép 



Cc)) H ° {9 P H 1 (r p ,H°(c / ,,n^ /fc (-D^ n| , + iJcon«ii))) G '' 

0e-K O (ë)/G 



Comme C est une courbe stable, on voit que pour tout f3 G 7To(C) on a 

deg^ /fe (-A«„ s ) < 
donc rI°(C[3, Çl c i k {— D S i n g)) = 0. On a donc un morphisme canonique 

a-.lmép^ H 1 (T /3 ,H o (C7 ,^ /fc (-Z? sm3 +^ coïi£il ))) c 

0Ett o (C)/G 

induit par rl°(6' 2 ). En résumé, on a un diagramme commutatif 



H°(6i) 




) /3 H°(^/G^,R 1 ^n^ /fc ) 



H°(C/G,î4(Si c/fe ,O c )) 



n°(B' 2 ) Im ép 



! H 1 (T /3 ,H°(C /3 ,^ /fe (-D smg +D contil ))) G ' 5( - - £ 



Troisième étape : exactitude de la suite. 
Soit 

/e Ext^Oc.p^OcpJ. 

aec« mî /G 

pa inconditionnellement 
relevable 



D'après la construction explicite de la première étape de la preuve, on peut^trouver 
une déformation équivariante (C,G) de (C, G) telle que pour tout /3 S ir (C)/G et 
tout ouvert U C Cp H tfp (Cii sse ), le groupe TJ3 agit trivialement sur la déformation 
équivariante de (U,Dp) induite par (C,G). Ainsi, l'image de (C, G) (et donc de /) 
dans est nulle. Le morphisme a se factorise donc par le conoyau 3 du morphisme 

Ext 1 (fi c ,p Q , O c , Pa ) -> Im ép. 

a£C 3lng /G 
p a inconditionnellement 
relevable 

Montrons maintenant que le morphisme induit par a 

3^ K\Tp,K\Cp,ïl\ /k {-D sing + D condl ))) G e 

est injectif. 

Soit / € 3 un élément non nul. Alors par définition il existe une déformation équiv- 
ariante (C — ► Specfc[e], G) de (C, G) dont l'image dans 3 est /. Comme / est non nul, 
il existe un point p € C S i ng conditionnellement relevable tel que la déformation D p 
équivariante de SpecOc.p induite par (C, G) soit non topologiquement triviale. Le fait 
que le point soit conditionnellement relevable impose que l'image de / par a est non 
triviale (localement donc globalement). □ 



Remarque 4.2.10 Dans la cas où les stabilisateurs en chaque point singulier sont 
cycliques et vérifient certaines conditions (sur les conducteurs) il est possibles de 
préciser l'image de l'application a définie dans le théorème précédent (cf. [Mau03c] 
Chap II, Théorème 4.2.9). 

Exemple 4.2.11 Reprenons les hypothèses et notations de l'exemple 4.2.7. En parti- 
culier, comme on a supposé que les composantes de C sont de genre > 2, on a Vlp = 
pour tout (3 £ no(C/G). Le théorème 4.2.9 permet donc de voir que 



dim fc Ext^^c/fc, Ce) = 2\C sin g/G\ + 

2 3 Pa (C f3 /G)-3+ Yl 



ou Gu, 



n 3 /G 
mod \G P 



oec, 

ou G D 



ing/G 
mod \G P 



20-, 

Td7. 



aeC sing /G 
inconditionnellement 
relevable 



Dans le cas où l'action est libre sur un ouvert dense (en particulier, il n'y a pas de 
points contitionnellement relevables) mais qu'on ne suppose pas que les composantes 
irréductibles de C sont de genre > 2, alors la formule ci-dessus reste vraie. 
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